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[ 1 ]運動エネルギーとポテンシャルエネルギーとラグランジュ関数の極座標表示

中心力と中心力ポテンシャルより

mF (r) = −∂U

∂r
=⇒ U = −

∫ r

∞
mF (r′)dr′ (1)

運動エネルギーは T = 1
2mv2 より

T =
1
2
m(ṙ2 + r2θ̇2) (2)

よってラグランジュ関数 Lは

L = T − U =
1
2
m(ṙ2 + r2θ̇2) +

∫ r

∞
mF (r′)dr′ (3)

[ 2 ]質点の運動方程式

ラグランジュ運動方程式

d

dt

(
∂L

∂ṙ

)
− ∂L

∂r
= 0 (4)

d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
− ∂L

∂θ
= 0 (5)

に

∂L

∂ṙ
= mṙ,

∂L

∂r
= mrθ̇2 + mF (r) (6)

∂L

∂θ̇
= mr2θ̇,

∂L

∂θ
= 0 (7)

を代入する。

mr̈ = mrθ̇2 + mF (r) (8)

mr2θ̇ = const = h (9)
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[ 3 ]円運動

半径 r = r0 の円運動のとき、θ̇ = ω0, h = h0 とすると、(8), (9)式より

0 = r0ω
2
0 + F (r0) =⇒ ω0 =

√
−F (r0)/r0 (10)

h0 = mr2
0ω0 = m

√
−r3

0F (r0) (11)

[ 4 ]微小量の方程式

r = r0 + x, θ̇ = ω0 + y, h = h0 + ξを (8), (9)式に代入。

ẍ = (r0 + x)(ω0 + y)2 + F (r0 + x) ' r0ω
2
0 + 2r0ω0y + xω2

0 + F (r0 + x) (12)

F (r0 + x) ' F (r0) + dF
dr

∣∣
r0

xと展開できる。また (10)式より

ẍ = 2r0ω0y + ω2
0x +

dF

dr

∣∣∣∣
r0

x (13)

h0 + ξ = m(r0 + x)2(ω0 + y) ' mr2
0ω0 + mr2

0y + 2mr0xω0 =⇒︸︷︷︸
(11)

ξ = mr2
0y + 2mr0ω0x =⇒ y =

ξ

mr2
0

− 2
ω0

r0
x (14)

これを (13)式に代入する。

ẍ = 2r0ω0

(
ξ

mr2
0

− 2
ω0

r0
x

)
+ ω2

0x +
dF

dr

∣∣∣∣
r0

=

(
−3ω2

0 +
dF

dr

∣∣∣∣
r0

)
x +

2ω0

mr0
ξ (15)

ここで、角運動量保存式 (9)式より h = h0 + ξ = comstなので、ξも定数である。

[ 5 ]あるF (r)における安定な円運動半径

微小な摂動を加えた時に、その摂動が振動解を持てば安定と言える。

(10) =⇒ ω2
0 = −F (r0)

r0
=

a

r3
0

+
b

r5
0

(16)

dF

dr

∣∣∣∣
r0

=
2a

r3
0

+
4b

r5
0

(17)
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... ẍ =
(
− a

r3
0

+
b

r5
0

)
x +

2ω0

mr0
ξ (18)

xの係数が負になれば振動解となる。よって安定な円運動をするための条件は

−ar2
0 + b < 0 =⇒ r0 >

√
b

a
(19)

よって安定な円運動の最小半径は
√

b/aである。

[ 6 ]あるF (r), ある摂動のときの x, θの時間変化

摂動の与え方より、ξ = 0としてよい。

ẍ = − a

r3
0

x =⇒ x = Aei
√

a/r3
0t + Be−i

√
a/r3

0t (20)

t = 0で x = 0, ẋ = vより

x(0) = A + B = 0, ẋ(0) = i
√

a/r3
0A − i

√
a/r3

0B = v =⇒ A = −B =
v

2i
√

a/r3
0

(21)

... x = v

√
r3
0

a
sin
√

a

r3
0

t =︸︷︷︸
(10)

v

ω0
sin ω0t (22)

(14) =⇒ θ̇ = ω0 − 2
ω0

r0
x = ω0 −

2v

r0
sinω0t =⇒ θ = ω0t +

2v

r0ω0
cos ω0t + C (23)

t = 0で θ = 0より

θ = ω0t +
2v

r0ω0
(cosω0t − 1) (24)
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